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Regelungstheorie: Identifikation und Filterung

Identifikation im geschlossenen Regelkreis 
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1) es ist ja gerade die Aufgabe der Regelung dafür zu sorgen, dass das 
System wenig sensibel auf Störungen reagiert

� erforderlich z.B. bei instabilen Strecken 
� i.A. treten zwei Schwierigkeiten auf:

� v(k) und u(k) miteinander korreliert
� Meßdaten häufig weniger informativ1)

� Ansätze hier:
� Direkte Identifikation: Schätzung von u → y unter Vernachlässigung der 

Rückkopplung und des Referenzsignals
� Indirekte Identifikation: Schätzung von r → y ; dann Regler herausrechnen 
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Regelungstheorie: Identifikation und Filterung

Direkte Identifikation
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� Gleiche Algorithmen wie für Identifikation im offenen Kreis anwendbar
� Reglerstruktur muss nicht bekannt sein, aber Mindestanforderungen 

erfüllen

Reglerordnung ≥ Systemordnung

� Andernfalls Identifikation nicht eindeutig. [Alternativ Reglerumschaltung im 
Betrieb]

� Instabile Systeme sind prinzipiell kein Problem, Prädiktor muss allerdings 
stabil sein. 
D.h. bei instabilen Systemen funktioniert die direkte Identifikation nur für 
Equation-Error Ansätze (wie ARX- und ARMAX-Modelle) mit den 
bekannten Schwächen (geringe Flexibilität im Rauschmodell)
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Regelungstheorie: Identifikation und Filterung

Beispiel: Direkte Identifikation mit zu geringer 
Reglerordnung (1/3)
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Strecke:                                                     P-Regler:

Für den geschlossenen 
Regelkreis ergibt sich

Überprüfung der Eindeutigkeit:
Variation der beiden Systemparameter wie folgt:

� Einsetzen in den Nenner des geschlossenen Regelkreises und 
Forderung nach Erhalt des Poles ergibt
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Regelungstheorie: Identifikation und Filterung

Beispiel: Direkte Identifikation mit zu geringer 
Reglerordnung (2/3)
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D.h. jedes System mit

führt auf den gleichen geschlossenen Regelkreis. 

D.h.         sind nicht eindeutig. Auch die Kenntnis von Kp hilft nicht weiter.
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Regelungstheorie: Identifikation und Filterung

Beispiel: Direkte Identifikation mit zu geringer 
Reglerordnung (3/3)
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Nun kommt ein PT1-Regler zum Einsatz
Für den geschlossenen Regelkreis folgt

Wir ersetzen wieder

und erhalten als notwendiges Kriterium

Das Ergebnis ist nun eindeutig!
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Regelungstheorie: Identifikation und Filterung

Indirekte Identifikation
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� Betrachtung von r(k) → y(k) , dann Regler herausrechnen
� Vorteil r(k) → y(k) ist ein offener Kreis, d.h. alle Methoden anwendbar

� damit Schätzung von Gcl(q) und anschließend G(q)

� Vorteil: Es muss kein Rauschmodell geschätzt werden
� Nachteil: FR(q) muss exakt bekannt sein, ansonsten entsteht ein Bias. 

� Meist ist wahre FR(q) nicht vollständig angebbar, da im realen Regelkreis 
Begrenzungen auftreten, Anti-Windup-Mechanismen etc.
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Regelungstheorie: Identifikation und Filterung

Simulationsbeispiel - Indirekte Identifikation (1/3)
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� Instabiles System 2. Ordnung 
� farbiges Rauschen am Ausgang 

� Zunächst P-Regler
� Führungsgröße als 

PRBS vorgegeben
� Messlänge = 10000
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Regelungstheorie: Identifikation und Filterung

Simulationsbeispiel - Indirekte Identifikation (2/3)
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Identifikation des geschlossenen Regelkreises mit 
Box-Jenkins-Modell; dann Regler herausrechnen

Geschlossener Regelkreis �

identifizierter geschlossener Regelkreis
Offener Regelkreis �

rückgerechneter offener Regelkreis

Pole liegen praktisch 
aufeinander 
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Regelungstheorie: Identifikation und Filterung

Simulationsbeispiel - Indirekte Identifikation (3/3)
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Nun 
PDT1-Regler

Geschlossener Regelkreis �

identifizierter geschlossener Regelkreis
Offener Regelkreis �

rückgerechneter offener Regelkreis

Pole liegen praktisch 
aufeinander 

Höhere Reglerordnung � Schätzsystem höherer 
Ordnungen; Ungenauigkeiten verhindern Kürzung 
auf originale Systemordnung

Eng beianander liegende (stabile) 
Pole und Nullstellen kompensieren 
sich im Zeitverhalten
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� Gegeben y(k) und 
Schätzung

� Es soll der erwartete quadratische 
Fehler ermittelt werden

14

Regelungstheorie: Identifikation und Filterung

Bias/Varianz-Dilemma (1/3)
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ŷergibt Null, da sowohl yu als auch      
unkorreliert sind mit v

Rauschvarianz, nicht 
beeinflussbar und 
unabhängig von der Wahl 
des Schätzers

Weitere Analyse
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� Zwischen den beiden Anteilen JB und JV besteht ein Konflikt, d.h. 
Massnahmen, die zu einer Verbesserung hinsichtlich eines Terms führen, 
führen zwangsläufig zu einer Verschlechterung des anderen Terms.
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Regelungstheorie: Identifikation und Filterung

Bias/Varianz-Dilemma (2/3)
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� Mittlere quadratische Modellfehler:
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Regelungstheorie: Identifikation und Filterung

Bias/Varianz-Dilemma (3/3)
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Drei Einflussmöglichkeiten

� Veränderung der Anzahl der 
Freiheitsgrade / Modellordnung n
� Veränderung Anzahl Messwerte N
� Veränderung der Eingangsleistung

� Strategie: Möglichst lange Messreihen, Eingangsleistung möglichst 
groß wählen (günstiges Signal/Rauschverhältnis).

[Ausblick: Konflikt bei der Anzahl Freiheitsgrade lässt sich zur Wahl der Modellordnung nutzen]

Varianz
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Regelungstheorie: Identifikation und Filterung

Overfitting / Underfitting
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3 � Underfitting (Unteranpassung): Modellordnung zu klein; Charakteristik des Systems 
wird nicht richtig erfasst
� Overfitting (Überanpassung): Modellordnung zu groß; es werden vermeintliche 
Zusammenhänge ’gelernt’, die nicht durch das System erklärt sind
� Bewertung der Modellgüte über Trainingsdatensatz + Testdatensatz (zur Validierung)
� Insb. overfitting lässt sich erst im Testdatensatz erkennen. Bereits geringe Abweichung 
im Datensatz führt zu einer hohen Veränderung in den Schätzparametern.

Mehr Daten oder weniger 
Rauschen: Minimum verschiebt 
sich nach rechts (mehr 
Parameter erlaubt).
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Regelungstheorie: Identifikation und Filterung

Beispiel zum Bias/Varianz-Dilemma (1/3)
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� Gemessen

mit Rauschterm r

� Gegeben

� Generierung von M = 10 
Datensätzen der Länge N = 200
� Verschiedene Modellannahmen; 
Polynome der Ordnung 1 bis 5
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Regelungstheorie: Identifikation und Filterung

Beispiel zum Bias/Varianz-Dilemma (2/3)
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Approximation des 
Erwartungswertes über alle 
M Messreihen durch 

� Parameterschätzung wird für alle 5 Modelle durchgeführt und     berechnet

Damit gelingt die Berechnung 
der beiden Terme des 
quadratischen Modellfehlers:
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Regelungstheorie: Identifikation und Filterung

Beispiel zum Bias/Varianz-Dilemma (3/3)
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� Residuen-Quadratsumme 
ungeeignet zur Bestimmung der 
Modellordnung 
(nimmt mit zusätzlichen 
Freiheitsgraden stets ab)

� Betrachtung des mittleren 
quadratischen Modellfehlers aus der 
Summe von JB und JV

� Mit steigender Modellordnung 
reduziert sich der Bias-Fehler und 
der Varianz-Fehler nimmt zu.

� Hier eindeutiges Minimum für 
n = 2 (entspricht der richtigen 
Polynomordnung).
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Regelungstheorie: Identifikation und Filterung

Bestimmung der Modellordnung
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� Zur Schätzung der 
Modellordnung benötigt man 
Trainingsdatensatz und 
Testdatensatz1)

� Wahl der Modellordnung so, 
dass Validierungsfehler minimal 
wird

Prinzipiell Unterscheidung von zwei Verfahren:
� Überkreuzvalidierung 
� Informationskriterien

1) damit ist z.B. erst die Erkennung des Overfittings möglich



22 Institut für Regelungstechnik, Leibniz Universität Hannover | Prof. Dr.-Ing. A. Albert | 10/12/2011 |

IRT

22

Regelungstheorie: Identifikation und Filterung

Überkreuzvalidierung
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� Eine Reihe mit N Messdaten wird in S Gruppen aufgeteilt 

� (S − 1) Gruppen werden für das Training verwendet, die verbleibende 
Gruppe dient der Validierung. Das ganze findet für alle Kombinationen 
statt, d.h. insgesamt S mal.

� Nach Bestimmung der Modellordnung findet ein erneuter Durchlauf der 
Schätzung statt; nun mit allen N Daten (Varianz nimmt mit Größe des 
Messdatensatzes ab, daher sollte man keine Werte auslassen)
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Regelungstheorie: Identifikation und Filterung

Informationskriterien
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� Idee: Residuenfehler nimmt mit Modellordnung stets ab; daher nun
zusätzlicher Term, der die Modellkomplexität bestraft. 

� … und viele weitere… Eignung hängt vom konkreten Problem ab
� Verfahren aus Annahmen analytisch abgeleitet, keine reine Heuristik 
� Dennoch: Überkreuzvalidierung meistens sicherer in der Anwendung

1) manchmal auch als MDL (minimal description length criterion) bezeichnet

Akaike’s information criterion

Bayesian information criterion1)

Final prediction error criterion

Anzahl Messdaten Modellordnung
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Regelungstheorie: Identifikation und Filterung

Bsp: Überkreuzvalidierung <-> Informationskriterien (1/3)
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� Betrachtung eines Systems 4. Ordnung 
� farbiges Rauschen am Ausgang 
� Identifikation mit Box-Jenkins-Modell 

N = 10000
S = 10
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Regelungstheorie: Identifikation und Filterung

Bsp: Überkreuzvalidierung <-> Informationskriterien (2/3)
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Ergebnis der Überkreuzvalidierung: 

� ‚Ellenbogen‘ nicht signifikant ausgeprägt; allerdings ist gut erkennbar, 
dass sich als Ansatz eine Systemordnung von N = 4 oder N = 5 anbietet.
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Regelungstheorie: Identifikation und Filterung

Bsp: Überkreuzvalidierung <-> Informationskriterien (3/3)
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3 Ergebnis der Matlab ident-Toolbox (Informationskriterien): Entscheidung 
unschärfer als bei Überkreuzvalidierung. Hinreichende Approximationsgüte ab ca. 
9-10 Parameter � System 4.-5. Ordnung.

� Beide Methoden haben hier zu wenig scharfen Entscheidungskriterien geführt. 
Der wesentliche Grund hierfür liegt an der verhältnismäßig langen Meßreihe.
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Regelungstheorie: Identifikation und Filterung

Bsp: Auswirkung bei falscher Modellannahme (1/3)
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Geg.: ARMA-Modell 1. Ordnung 

Dabei sei e(k) weißes Rauschen mit E[e2(k)] = σ2.

Folgendes Modell mit lediglich einem Parameter θ = a wird angesetzt, 
d.h. das Modell vernachlässigt das Formfilter bzw. die Tatsache, dass 
farbiges Rauschen auf das System wirkt.

Der (optimale) Prädiktor lautet unter Beachtung von
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Regelungstheorie: Identifikation und Filterung

Bsp: Auswirkung bei falscher Modellannahme (2/3)
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Wir möchten den Bias und die Varianz schätzen. 
Für die Varianz können wir anschreiben

Der optimale Schätzer minimiert die Varianz

Wie man sieht ist die Schätzung Bias-behaftet.
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Regelungstheorie: Identifikation und Filterung

Bsp: Auswirkung bei falscher Modellannahme (3/3)
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Eingesetzt in die Vorhersage-
Fehlervarianz ergibt

Die echte Varianz lautet (indem man 
a1 in den Varianzausdruck steckt)

Für σ = 1 ermittelt man 
dann beispielsweise

D.h. Schätzung ist Bias-behaftet, allerdings mit verkleinerter Varianz.

Bias

Varianz
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Regelungstheorie: Identifikation und Filterung

Anhang zum Beispiel
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handout
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Regelungstheorie: Identifikation und Filterung

Identifizierbarkeit und Anregung
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Für die Schätzvarianz gilt

Schätzvarianz verkleinern � Anzahl Messungen N vergrößern, Messrauschen σ2

möglichst klein bzw. der Signal-Rausch-Abstand (SNR) möglichst groß
Hier folgt nun die Betrachtung des Frequenzspektrums.

Anregung muss reichhaltig genug sein, um alle relevanten Modi des Systems 
anzuregen. Diese Bedingung heißt ’Persistent Excitation’.

Betrachtung von zwei Übertragungsfunktionen G1 und G2. 
Mit der Definition                            wird folgende Forderung gestellt:

ist ein notwendiges Kriterium dafür, dass zwei Modelle bei 
gleicher Anregung zum gleichen mittleren Prädiktionsfehler führen.
Wenn die Wahl von Suu(ω) so ist, dass daraus △G(jω) ≡ 0 folgt, ist G1 = G2 und das 
System eindeutig.

4
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Regelungstheorie: Identifikation und Filterung

PE-Bedingung (Persistent Excitation)
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Definition: Ein stationäres Signal mit Suu(ω) heist PE der Ordnung n, 
wenn für alle Filter

aus der Bedingung

folgt, dass Mn ≡ 0.

Um das zu erreichen, braucht Suu(ω) an mindestens n Stellen 
einen Wert ungleich 0.

Anmerkung: Bei einer zeitdiskreten Betrachtung ist der Frequenzgang 
periodisch mit 2π. D.h. die Forderung nach n Stellen ungleich Null ist 
dann im Interval −π < ω < π zu fordern.

4
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Regelungstheorie: Identifikation und Filterung

Alternative Interpretation
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lässt sich verstehen als das Spektrum von 

� Ein stationäres Signal, dass die PE-Bedingung der Ordnung n erfüllt, 
lässt sich nicht durch ein MA-Filter der Ordnung (n − 1) zu Null filtern. 
Eine gleichbedeutende Interpretation gelingt über die 
Kovarianzfunktionen. Die Matrix

muss dazu regulär sein.

Zusammenfassend:
Prinzipiell ist es immer einen gute Wahl, Suu(ω) > 0 für möglichst alle ω 
zu wählen. Oder präziser: Die meiste Energie sollte die Anregung in den 
Frequenzen aufweisen, für die das System am meisten sensibel ist.

4
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Regelungstheorie: Identifikation und Filterung

Anregungsfunktion (1/2)
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Aus der PE-Bedingung:
Man benötigt stets mindestens soviele von Null verschiedene Werte 
Suu(ω) wie die Anzahl der unbekannten Parameter.

� im kontinuierlichen Fall im Bereich 
� im zeitdiskreten Fall im Bereich

� Bei System n-ter Ordnung (2n Parameter) muss Suu(ω) an mind. 2n 

Stellen einen Wert ≠ 0 aufweisen � z.B. Signal aus n Sinusfrequenzen

4

Hohe Signalamplituden führen zu einem günstigen SNR.
Scheitelfaktor = Crest-factor (Verhältnis Scheitelwert zu Effektivwert)
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Regelungstheorie: Identifikation und Filterung

Anregungsfunktion (2/2)
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Je kleiner der Wert, 
desto reichhaltiger 
das Signal. 

4

Der kleinste erreichbare Wert (=1) ergibt sich für

, d.h. für ein binäres, symmetrisches Signal. Insofern kommt binären 
Signalen bei der Identifikation eine besondere Bedeutung zu.

Einschränkung ggf. bei nichtlinearen Systemen, wie z.B.

Hammerstein-Modell
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Regelungstheorie: Identifikation und Filterung

Typische Anregungsfunktionen
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Gefiltertes weißes Gauss-Rauschen

� v(k) = H(q)e(k) mit e(k) weißes Rauschen
� mit H(q) lässt sich jedes Signalspektrum erzeugen (Formfilter-Entwurf)
� da offline-Berechnung � akausale Filter möglich
� künstliche Begrenzung notwendig � ’clipping’ (z.B. bei Amplitude 3σ)

Binäres Rauschen

Erzeugung zum Beispiel aus einem gefilterten weißen Gauss-Rauschen 
und daraus das Vorzeichen nehmen
� Vorteil Crest factor = 1
� von besonderer Bedeutung PRBS
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Regelungstheorie: Identifikation und Filterung

Pseudo Random Binary Signal (PRBS)
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Erzeugung durch rückgekoppeltes 
Schieberegister 
(LFSR = Linear Feedback Shift Register)

Periodische Funktion, die sich spätestens 
nach 2n

−1 Schritten wiederholt.
Durch Rückkopplung der richtigen Stufen 
erhält man eine Folge maximaler Länge, 
nämlich M = 2n

−1 

4
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Regelungstheorie: Identifikation und Filterung

Beispiel PRBS mit 4 Stufen
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� In einer Schnappschuss-Betrachtung kommt jedes 
Bitmuster (der Länge n ) je Periode nur einmal vor
� Bitmuster, bestehend nur aus Nullen ist nicht zulässig.
� Daher ist das Zeitsignal auch nicht mittelwertfrei. 
� In diesem Beispiel treten in einer Periode 8 mal die ’1’ 
und 7 mal die ’0’ auf.
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Regelungstheorie: Identifikation und Filterung

Spektrum des PRBS (1/3) 
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� Mittelwert
des PRBS

In einem PRBS der Länge              kommen                     vor

Für die AKF ermittelt man 

sonst

für

Dies ist nahezu identisch mit der AKF des weißen Rauschens, 
daher auch die große Bedeutung des PRBS. 

Spektrum des PRBS
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Regelungstheorie: Identifikation und Filterung

Spektrum des PRBS (2/3) 
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Approximativ1) gilt für das Spektrum

Wir machen von der folgenden Beziehung Gebrauch

Für die diskreten Frequenzen

ergibt der Summenausdruck schließlich

1) ist ja nicht perfekt mittelwertfrei
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Regelungstheorie: Identifikation und Filterung

Spektrum des PRBS (3/3) 
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Damit schließlich 

Der Wert für ω = 0 folgt mit Hilfe des Satzes von L‘Hospital und ergibt 1

Alle Frequenzen (bis auf den Gleichanteil) werden gleich angeregt, wie bei 
weißem Rauschen. 
Ein PRBS der maximalen Länge M−1 erfüllt somit die PE-Bedingung der 
Ordnung M−1.
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Regelungstheorie: Identifikation und Filterung

Beispiel: Verletzung der PE-Bedingung (1/3)

5

1

2

3

4

Betrachtung des Systems 3. Ordnung mit Übertragungsfunktion

Meßreihe der Länge 
N = 5000 durch 
wiederholte Applikation 
eines PRBS mit n=2 
(Länge 3); 

Meßrauschen normal-
verteilt, mittelwertfrei
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Regelungstheorie: Identifikation und Filterung

Beispiel: Verletzung der PE-Bedingung (2/3)
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4

Pol- bzw. Nullstellenverteilung des Original-
systems sowie der identifizierten Modelle

N = 2: PE-Bedingung nicht 
erfüllt, entsprechend schlechte 
Ergebnisse 

N=3: PE-Bedingung erfüllt
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Regelungstheorie: Identifikation und Filterung

Beispiel: Verletzung der PE-Bedingung (3/3)
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4

Sprungantworten der identifizierten Modelle

N = 2: PE-Bedingung 
nicht erfüllt  

N=3: PE-Bedingung 
erfüllt
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Regelungstheorie: Identifikation und Filterung

Weitere Implementierungshinweise

1

2

3

4

Outlier 
� Outlier können Ergebnis drastisch verändern! Abhilfemaßnahmen:

� Visuelle Betrachtung des Residuums und Entfernen der Outlier
� Verwendung von robusten Normen, siehe Literatur

Bewertung Schätzgüte
� Analyse des Bestimmtheitsmaßes
� Residuenanalyse über die Fragestellung: Ist ϵ weiß? Bzw. Analyse 
der Korrelation zwischen ϵ und u(k−τ ).
� Simulation und Vergleich mit den gemessenen Daten
� Pole/NST-Kürzungen oder nahe beieinander � Indikator für zu hohe 
Systemordnung

5


